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گزینه 3 1

ابتدا مختصات نقطه‌ای به طول  واقع بر منحنی را از روی خط مماس در این نقطه پیدا می‌کنیم:

، پس: چون دورۀ تناوب تابع  برابر با 4 و 

شیب‌ خط  برابر با  است، پس  است.

نکته: اگر  دورۀ تناوب تابع  باشد، آنگاه  دورۀ تناوب تابع  نیز محسوب می‌شود )حتی ممکن است

اعداد کمتر از  دورۀ تناوب  باشند(.

پس 

حالا معادلۀ خط مماس بر  در نقطۀ  را می‌نویسیم:

عرض از مبدأ این خط، عدد  است.
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آکادمی فدویریاضی 303 دقيقه

مشتق تابع و تابع مرکب
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با مشتق ترکیب توابع مواجه‌ایم:

برای محاسبۀ عبارت  داریم:

و حالا برای محاسبۀ عبارت  داریم:

پس عبارت  به این صورت است:

و لذا داریم:

، با جایگذاری  در رابطۀ اخیر داریم: حالا برای رسیدن به 

دقت دارید که  و  که در صورت سؤال داده‌شده، کاملاً سرکاری است.

g (x) =′ (f (x −۴ f (x +۳ x +۲ ۱))) ​

′ مشتق مرکب
​f (x −

∗

​(x − f(x + x + ۱))۴ ۳ ۲ ′ ′ ۴ f (x +۳ x +۲ ۱))

∗

(x −۴ f (x +۳ x +۲ ۱)) =′ ۴x −۳
​

∗∗

​(f (x + x + ۱))۳ ۲ ′

∗∗

(f(x +۳ x +۲ ۱)) ​

′  مشتق مرکب 
(۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱)

∗

۴x −۳ (۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱)

g (x) =′ (۴x −۳ (۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱))f (x −′ ۴ f (x +۳ x +۲ ۱))

g (۰)′x = ۰

g (۰) =′ (۰ − (۰)f (۱))f (۰ −′ ′ f (۱)) = ۰

f (۰) =′ −۲f (۱) =′ ۱
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اگر  باشد،  است. معادلۀ خط مماس را می‌نویسیم:

عرض از مبدأ خط مماس برابر با  است.

y =′ ۳x −۲
​ =

۲ ​x
۲

۳x −۲
​ ​

​x
۱ x=۱ ۳ − ۱ = ۲

x = ۱y = −۱

y − y =۰ m(x − x ​) ⇒۰ y − (−۱) = ۲(x − ۱)

⇒ y + ۱ = ۲x − ۲ ⇒ y = ۲x − ۳

−۳
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، نتیجه می‌گیریم که  و  است. از تساوی از 

( می‌نویسیم.  هم دو مقدار  و  را برحسب یک پارامتر )مثل 

حال داریم:

، مقدار  مشخص می‌شود. داریم: اکنون با داشتن 

حال مقدار مشتق  در  را حساب می‌کنیم:

f (۲) =′ −۲g (۲) =′ ۱۶f (۲) =′ ۱۶g (۲) =′ −۸
۲f (۲) = ۵g(۲)f (۲)g(۲)k

​ =
g(۲)
f (۲)

​ ⇒
۲
۵

g(۲) = ۲k , f(۲) = ۵k

( ​) (۲) = ۹ ⇒ ​ = ۹ ⇒ ​ = ۹
g
f ′

g (۲)۲
f (۲)g(۲) − g (۲)f (۲)′ ′

(۲k)۲
۱۶(۲k) − (۵k)(−۸)

⇒ ​ = ۹ ​ ​ = ۹ ⇒ k = ۲
۴k۲
۷۲k k ​۰=

k
۱۸

k = ۲f (۲)

f (۲) = ۵k = ۵ × ۲ = ۱۰

f ۲x = ۲

(f ) (۲) =۲ ′ ۲f (۲)f (۲) =′ ۲(۱۰)(۱۶) = ۳۲۰
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باتوجه‌به شکل  و  است:

( ​) =
​۲f ( ​)

۳
x

x ′
​ ​

۲f ( ​)
۳
x

۱ × ​ − ​ × x۲f ( ​)
۳
x

۲ ​۲f ( ​)
۳
x

۲ × ​f ( ​)
۳
۱ ′

۳
x

x=۳
​

۲f (۱)

​ − ​۲f (۱)
​۲f (۱)

f (۱)′

f (۱) = ۱f (۱) =′ ۲

​ =
۲ ۱( )

​ − ​۲
​۲

۲

​ =
۲

​ − ​۲ ۲
۰
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، اگر عامل صفرشونده در  از توان 2 یا بیشتر از 2 باشد، مشتق‌ نکته‌: در مشتق‌گیری از توابع ضربی در نقطۀ 

بدون محاسبه برابر صفر است.

،  می‌باشد و وقتی باتوجه‌به نکتۀ فوق، مشتق عبارت  در  برابر صفر است. چراکه توان 

توان عامل صفرکننده بیش از  باشد، مشتق صفر است. پس فقط از عبارت  مشتق می‌گیریم. این تابع

به‌صورت  است، پس داریم:

f (x) = ​ +
x + ۱۲

x ​

۳ ۳ x + ۱
​

x + ۱۲
۱

x۰x۰

​

x + ۱۲
x۳ ۳ x + ۱

x = ۰x۳

۱​

x + ۱۲
۱

​

u
k

( ​) =
u
k ′

​.u ⇒
u۲
−k ′ ( ​) =

​

u

​x + ۱۲
۱ ′

​ ×
(x + ۱)۲ ۲

−۱
(۲x) ​

x=۰
۰
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ابتدا ضابطۀ  را پیدا می‌کنیم:

مشتق  را حساب می‌کنیم:

با جایگذاری  داریم:

f ′

f (x) = x + ​ −۲x − ۱ ۷ ⇒ f (x) =′ ۱ + ​

​۲x − ۱
۱

​

f
fof

y = ​ ⇒
f(x)

f(f (x))
y =′

​

f (x)۲
f (x) . f (f (x)) . f (x) − f (x) . f (f (x))′ ′ ′

x = ۵

y =′
​ =

f (۵)۲
f (۵) . f ( ​) . f (۵) − f (۵) . f ( ​)′ ′

​f (۵)

۱

′
​f (۵)

۱

​ =
۱۲

( ​)(۲)(۱) − ( ​)(−۵)
۳
۴

۳
۴

​ +
۳
۸

​ =
۳
۲۰

​

۳
۲۸
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شیب خط قاطع را محاسبه می‌‌کنیم:

شیب خط مماس باید  باشد.

شیب خط قاطع  = ​ =
۳ − ۰

f (۳) − f(۰)
​ =

۳
۲ − ۱

​

۳
۱

​

۳
۱

شیب خط مماس  = f (x) =′
​ =

۲ ​x + ۱
۱

​ ⇒
۳
۱

​ =x + ۱ ​ ⇒
۲
۳

x + ۱ = ​ ⇒
۴
۹

x = ​

۴
۵
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با کمی دقت متوجه می‌شویم که  ریشۀ صورت تابع داده شده است؛ پس کافی است فقط از صورت

کسر مشتق بگیریم. داریم:

x = −۲

​

f (tan ​)
۲x
π

۳x + ۱۲
x=−۲

​ =
f(tan(− ​))

۴
π

۱۳
​ =

f(−۱)
۱۳

​ =

​

۱ + (−۱)۲
۲ − (−۱)۲

۱۳
​ =

​

۲
۱

۱۳
۲۶
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. ابتدا معادلۀ خط مماس رسم‌شده را می‌نویسیم: 

با جایگذاری  در معادلۀ این خط به نقطۀ  می‌رسیم که باید در ضابطۀ تابع 

هم صدق کند:

y = mx

m = f (۳) =′ ۲x = ۶ ⇒ y = ۶x

x = ۳(۳ , ۱۸)f (x) = x +۲ k

۱۸ = ۹ + k ⇒ k = ۹
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می‌دانیم:

شیب پاره‌خط  )که در واقع همان خط مماس بر منحنی  در  است( را به کمک دو نقطۀ 

و  حساب می‌کنیم:

. ضمناً باتوجه‌به شکل، می‌دانیم که: 

حالا با داشتن  و  به محاسبۀ حد  داده‌شده به کمک قاعدۀ هوپیتال می‌پردازیم:

S ​ =
OAB

Δ ​ ⇒
۲

OA × OB
۱۰ = ​ ⇒

۲
۴ × OB

OB = ۵ ⇒ B(۵ , ۰)

ABfx = ۳A(۰ , ۴)

B(۵ , ۰)

m =AB ​ =
x ​ − x ​B A

y ​ − y ​B A
​ =

۵ − ۰
۰ − ۴

​ ⇒
۵

−۴
f (۳) =′ − ​

۵
۴

f (۳) = ۳

f (۳)f (۳)′
​

۰
۰

​ =
x→۳
lim

x − ۳
f (x) − ۹۲

​ ​ =
x→۳
lim

۱
۲f (x)f (x)′

۲f (۳)f (۳) =′ ۲(۳)( ​) =
۵

−۴
​ =

۵
−۲۴

−۴/۸
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عبارت خواسته‌شده را ساده‌تر می‌کنیم:

، ابتدا  را تشکیل می‌دهیم: برای محاسبۀ  در نقطۀ 

پس:

محاسبۀ  در نقطۀ  هم که بسیار ساده است.

پس داریم:

​ −
f
f ′

​ −
g
g′

​ =
fg

f g − g f′ ′

​ =
f × g

( ​) × g
g
f ′ ۲

​ =
f

( ​) × g
g
f ′

( ​) ×
g
f ′ ( ​)

f
g

( ​)
g
f ′x = ۴​

g
f

​ =
g
f

​ =
​

​x + ​x

۱
​x − ​x

​ ×x − ​x ​ =x + ​x ​x − x۲

( ​) =
g
f ′ ( ​) =x − x۲ ′

​ ​

۲ ​x − x۲

۲x − ۱ x=۴
​

۲ ​۱۲
۷

( ​)
f
g

x = ۴

( ​)(۴) =
f
g

​ =
f(۴)
g(۴)

​ =
​۲

​

​۶
۱

​

​۱۲
۱

( ​) ×
g
f ′ ( ​) ​

f
g x=۴

​ ×
۲ ​۱۲

۷
​ =
​۱۲

۱
​

۲۴
۷
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بهتر است در همین ابتدا، رادیکال را به صورت توانی بنویسیم:

پس طبق قاعدۀ مشتق توانی داریم:

برای محاسبۀ مشتق کسر  هم از قاعدۀ مشتق تقسیم استفاده می‌کنیم:

پس داریم:

f (x) = ( ​)
۹ − ۴x۲
۲x − ۵ ​۳

۲

f (x) =′
​( ​) ( ​)

۳
۲

۹ − ۴x۲
۲x − ۵ ​۳

−۱

۹ − ۴x۲
۲x − ۵ ′

​

۹ − ۴x۲
۲x − ۵

y = ​ ⇒
۹ − ۴x۲
۲x − ۵

y =′
​ =

(۹ − ۴x )۲ ۲
۲(۹ − ۴x ) − (− ۸x)(۲x − ۵)۲

​

(۹ − ۴x )۲ ۲
۸x − ۴۰x + ۱۸۲

f (x) = ​ × ​

′

۳ ​

۳
​

۹ − ۴x۲
۲x − ۵
۲

(۹ − ۴x )۲ ۲
۸x − ۴۰x + ۱۸۲

f (۳) = ​ × ​ = ​ = ​

′

۳ ​

۳
​

−۲۷
۱

۲
(−۲۷)۲

−۳۰
۲۷ × ​

۹
۲۷

۲ × ۳۰
۱۰

۲۴۳
۲۰
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اول ضابطۀ تابع را ساده می‌کنیم:

حالا مشتق می‌گیریم:

اگر  باشد، داریم:

​ =
​ − ۱x

​ − ​

۶ x۵ ۳ x
​ =

​ − ۱x
​ × ​ − ​

۳ x x ۳ x
​ =

​ − ۱x
​( ​ − ۱)۳ x x

​

۳ x

( ​) =۳ x ′
​

۳ ​

۳ x۲

۱

x = ۸

​ =
۳ ​

۳ ۸۲

۱
​ =

۳ ​

۳ ۶۴
۱

​ =
۳ × ۴

۱
​

۱۲
۱
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، باید  را حساب کنیم. با کمی دقت، برای محاسبۀ شیب خط مماس در نقطۀ 

، در این نقطه، عامل صفرشونده محسوب می‌شود. متوجه خواهید شد که عبارت  از تابع 

ببینید:

پس برای محاسبۀ مشتق، کافی است فقط از عامل صفرشونده مشتق بگیریم و در بقیۀ عبارت‌ها ضرب کنیم:

، واضح است که  و  و  می‌باشد. با مقایسۀ این عدد با 

x = ​

۳
−۲ ​۳

f ( ​)′

۳
−۲ ​۳

(۳x −۲ ۴)f (x)

y = ۳x −۲ ۴ ​

x= ​۳
−۲ ​۳

۳( ​) −
۳
۴

۴ = ۰

f (x) = (۶x)(۳x − ۱)′ ۲

f ( ​) = (۶( ​))(۳( ​) − ۱) = (−۴ ​)(−۲ ​ − ۱)′

۳
−۲ ​۳

۳
−۲ ​۳

۳
−۲ ​۳ ۲

۳ ۳
۲

= (−۴ ​)(۱۳ + ۴ ​) = −۵۲ ​ − ۴۸۳ ۳ ۳

a ​ +۳ bb = −۴۸a = −۵۲a + b = −۱۰۰
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ضابطۀ تابع را ساده می‌‌کنیم: 

حال از تابع مشتق می‌‌گیریم.

(x ۱)=

f(x) = ​(x +
x − ۱

(x − ۱)
۱)(x +۲ ۱)(x +۴ ۱) = ​(x +

x − ۱
(x − ۱)۲

۲ ۱)(x +۴ ۱) = ​(x +
x − ۱
x − ۱۴

۴ ۱) = ​

x − ۱
x − ۱۸

f (x) =′
​ ⇒

(x − ۱)۲
۸x (x − ۱) − (x − ۱)۷ ۸

f (۰) =′ ۱
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حد به حالت مبهم  است، پس از هوپیتال استفاده می‌کنیم:

پس:

​

۰
۰

L = ​ ​ ​

x→۴
lim

​ − ۳۳ ۷x − ۱
۲x − ۵ ​ + ۲x H OP

​ ​ =
x→۴
lim

​

۳ ​

۳ (۷x − ۱)۲

۷

۲ − ​

۲ ​x
۵

​ =
​

۲۷
۷

۲ − ​

۴
۵

​ =
​

۲۷
۷

​

۴
۳

​

۲۸
۸۱

۸۵ − ۲۸ L = ۸۵ − ۲۸ ( ​) =
۲۸
۸۱

۸۵ − ۸۱ = ۴
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با مشتق‌گیری از طرفین داریم:

(۲x + ۴)f (x +′ ۲ ۴x − ۱) = ۲g (۲x +′ ۱)

x=۱ ۶f (۴) =′ ۲g (۳) ⇒′
​ =

g ۳′ ( )
f ۴′ ( )

​ =
۶
۲

​

۳
۱
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تابع  در  پیوسته است، پس:

به محاسبۀ حد فوق می‌پردازیم:

fx = ۰

f (x) =
x→۰
lim f(۰) = b

f(x) =
x→۰
lim ​ ​ =

x→۰
lim

x
​ − a۳ x + a۳

​ ​

۰
۰ هوپیتال 

​ ​

x→۰
lim

۱

​(x + a )
۳
۱ ۳ ​۳

−۲

= ​(a ) =
۳
۱ ۳ ​۳

−۲

​(a) =
۳
۱ −۲

​ ⇒
۳a۲

۱
b = ​

۳a۲
۱
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در تابع درجه دوم اگر  باشد، b و c نسبت به محور تقارن تابع درجه دوم، متقارن هستند؛

پس  محور تقارن تابع است، پس:

f b =′ ( ) −f c′ ( )

x = ​ =
۲

b + c
−۴

​ =
۲

−a
−۴ ⇒ a = ۸ ⇒ f ۱ =( ) ۱ + ۸ + ۳ = ۱۲


